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Basing on the Gibbsian theory of surface tension conclusions
are derived sbout the number and the possible types of equili-~
brium states of s droplets in a k-component system. The depen-
dence of the thermodynamic constreints and the finlteness of
the system are taken into account. The main results ares

- An exact thermodynamic description of a droplet demands the
use of at least two state wvariables,

- The necessary equilibrium conditions admit the existence of
several solutions. It means that in general several confi-
gurations of size and number of droplets satisfy these ne-
cessary conditlions. ‘

- Necessary and sufficient conditioms for the stablility of an
equilibrium state of s droplets in a k-component system are
formulated., It is shown that a stable coexistence of equili-
brium droplets is possible; if the equilibrium state is not
stable than it is an unstable state (saddle-point). A

The derived general results are applied to simple examples.

Auf der Basis der Gibbsschen Theorie der Oberflécheneffekie wer-

den Aussagen gewonnen iiber die Zahl und den Typ mdglicher

Gleichgewichtszustiinde von s Keimen in einem k-komponentigen Sy-

stem. Dabei wird die Endlichkeit des Mediume in Betracht gezo-

gen und die Abhingigkeit von den thermodynamischen Rendbedingun-

gen diskutiert. Wesentliche Ergebnisse sinds

- Eine exakte thermodynamische Beschreibung eines Keims ist nur
méglich bei Verwendung von mindestens zwei Zustandsvariablen.

- Die notwendigen Gleichgewichtsbedingungen lassen die Existenz
mehrerer Losungen zu. Das bedeutet, deB beli fixierten Randbe-
dingungen i.a. mehrere Konfigurationen von Keimgrtfe und -gzsahl
den notwendigen Gleichgewichtsbedingungen geniigen,

~ Notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Stabllitdt
eines Gleichgewichtszustandes vop 8 Keimen in elnem k-kompo-
nentigen System werden formuliert. Es wird gezelgti, daB elne
stabile Koexistenz von Gleichgewichtskeimen im Medium mdglich
ist, Ist dies nicht der Fall, so handelt es sich bel dem
Gleichgewichtszustand stets um einen instebilen Zustand vom
Satteltyp.

Die erhaltenen sllgemeinen Resultate werden auf einfache Bei-

splele angewandt, ,
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Zur theoretischen und experimentellen Untersuchung von metesta-
bilen Zustinden ist bereits eine Reibhe von Arbeiten erschienen.

Von besondersm Interesee ist hlerbel die Frage nach den Ursaohen?

und dem Vexrlsuf von Phasenneubildungen innerhalb von metastabi-
len Phasen,

Als ein grundliegendes Modell zur Baachreibung dieses Prozesses

kann die Keimbildung herangezogen werden, Erste theoretische Un- .

tersuchungen auf der Basis einer derartigen Modellvorstellung
wurden von GIBBS /1/, FRENKEL /2/, VOIMER /3/, BECKER, DURING
/4/y BLIL /5/, STRANSKIJ, KAISCHEW durchgefithrt,

In neuerer Zeit gewinnt die Keimbildungstheorie zunehmend an
Interesse bei der Losung von Problemen der PeatkOrpexrtheorie
(siehe z.B. ROLOV /6/).

Fir die Erarbeitung einer Keimblldungstheorie konnen thermodyna~

mische Betrachtungen wesentliche Grupdlagen liefern (8. z.B.

/ 3/), insbesondere besziiglich der Beschreibung von Oberflichen-
effekten, der Existenz kritischer KeimgréBen, der MSglichkelt
der stabilen Koexistenz von Keimen im Medium, Ausgehend hiervon
interessieren wir uns fiir folgende Fragestellungens

- Wie kann ein System, in dem sich eine Reihe von Keimen heraus-—

gebildet hat, méglichet exakt thermodynamisch beschrieben were
den?

- Kénnen Keime im Medium stebil Hiber einen léngeren Zeitraum
koexistieren?

- Wie hi#ingt die Moglichkeit der stabilen Koexistenz von Keimen f
von den thermodynamischen Randbedingungen ab? Welchen Einfluf |
hat die Beriicksichtlgung der Endlichkeit des Mediums auf den
KelmbildungsprozeB?

In diesem Beitrag sollen susgshend von der Berechnung der Keim-

bildungsarbeit unter verschiedenen Rapdbedingungen die letzt-

genannten Problemkreise analysiert werden. Dazu wird ein ge-

schlossenes System endlicher Ausdehnung betrachtet. Dieses zu~-
néichst homogene metastabile System wird im Verlaufe der Zeit in
einen stebilen Zustand libergehen. Dabei kann es, sumindest auf

Zwischenetappen, zur Ausbildung eines heterogenen Zustaendes kom~

men, der durch die Keexistenz zweier Phasen charskterislexrt ist,
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 Dieser Ubergang kann iliber Keimbildung und Eeimwachstum erfolgen,
wta~  wobei wir uns in der weitersn Anelyse auf homogene Keimbildungs-
BN o § prozesse beachridnken.
'8°h9n§ Binen Keim wollen wir, FRENKEL folgend, als ein beliebiges, sich
jabi- = picht unbedingt im Gleichgewicht mit der Umgebung befindendes

. Gebilde in Richtung der neuen Phase definieren. Wir setzen aber

iges f voraus, daB sich sowohl der Keim als auch das Medium in elpem
e Uh-i inneren Gleichgewicht befinden. Diese Voraussetzung sichert die
ng . Anwendbarkeit der Grundgleichungen der Thermodynamilk. Die Keim-
NG  phase wird im folgenden mit dem Index ¢ , die umgebende Fhase

§ mit dem Index [® charakterisiert, GroSen ohne derartigen Index
n ' peziehen sich suf den metestabilen Ausgangszustand.
le

dyna- | g Keimbildungsarbeit W nimmt eine zentrals Stellung bei der

3 | Beschreibung von Keimbildungsprozessen ein. Ihre Kenntnis er-
:::n- . mdglicht Aussagen iiber einige den Keimbildungsproze8 chareskte-
\rvon risierende.GrBBen, unter anderem iiber
-~ die Wahrscheinlichkeit der Keimbildung (LANDAU, LIFSCHITZ
/1/)
)} Tans -

| wepe | - die statistische GroBenverteilung der Keime
' . die Geschwindigkeit der Phasenneubildung (RUSANOW /87).
m Yon GIBBS /1/ wurde gezeigh, daB fiir unendlich groSe, einkompo-
| nentige isotrope Systeme sich die minimale Arbeit zur Heraus-
bildung eines Keims nach (2.1) bestimmt

lmen
2f1uB -4
den — } G O (20‘1)

, Hierbei 18t © die Oberfléchenspannung und O die Oberfléche des
{oim~ _ Kelms,

it Im Gegensatz zu (2.1) ist die Keimbildungsarbeit in endlichen

3 Systemen wesentlich von den #uBeren Bedingungen abhiingig. Be-
Zu~- trachten wir die Bildung von s Keimen in eipem k-komponentigen
Lt in System, so kann sllgemein die fiir die Herasusbildung eines Keims
auf zu leistende minimale Arbeit (vgl. /7/, /8/) als Differenz der

3 komf thermodynemischen Potentiale des heterogenen Endzustandes und

b ist, des homogenen metastabilen Ausgangszustandes sufgeschrieben wer-

den,
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A ¢ ¢he§. ¢@v0m \A/ (2.2)
Welches thexmodynamische Potentisl hierbei zu wihlen ist, wird
durch die thermodynamischen Raendbedingungen des Keimbildungspro-
gesses determiniert (s, Tabelle)

Art der ProzeB~ | lsochor isochor isobar isobar
filhrung isothexrm isoentrop | isotherm | isoentrop.
Keimbildunge-~ We AP W=AU ¥T=AG W= AH
arbeit P = frele U - lnnere] G -~ frelie| H -~ Enthal-
Energile Energie Enthelpie | phie

Des thermodynamische Potential des heterogenen Zustandes kann
nach GIBBS /1/ durch die Summe dreier Terme beschrieben werden

S
b= 4+ L4 ¢ 2 4

8 - Zahl der Keime im System

Dle Terme $, und ¢} sind die thermodynemischen Poventlale
des Mediums und eines homogenen Keims, die Terme ¢ sind Kor-
rekturterme, die durch die Existenz eiper Grenzfliiche zwischen
dem l-ten Keim und dem Medium bedingt sind,

FMir nicht zu kleine Keime und bei im Verhdltnis zur KeimgrtBe

geringer Dicke der Zwischenschicht zwischen Keim und Medium

gilts @
4) ) — g O (e

Unter den genannten Voraussetzungen iast 6 im wesentlichen nur
von der Temperatur abhingig.
Fir die Differenzen der thermodynamischen Potentiale ergeben

(2.3)

(2.3)

sich dann folgende Ausdriickes
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Hierbei charskterisiert der Index 1=1,2,¢00,8 dle verschiedenen
Keime, der Index i=1,2,+ee5k die Zahl der Komponenten.

3, Notwendige Bedingungen fiir die stabile Existenz von Kelmen
im Medium
Von besonderem Interesse fiir die Untersuchung von Keimbildungs-

prozessen ist die Klidrung der Frage, ob und unter welchen Be-
dingungen Keime im Gleichgewicht mit dem Medium existieren kdn-

nen, Die notwendige Gleichgewichtsbedingung lautets

d(o$) =d¢ =0 ‘ (3.1)
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Piir dF kbpnen wir, GIBBS folgend, schreiben
dF = =Py dVy Zﬁ POV + Y & g +

g¢=a

[y
5: Mie U‘V‘ e * X pidn (3.2)

Unter Berucksichtigung der Randbedingungen
V = const =g f" * Vp

ny= const 1 = 1,250009k
ergibt siche

i:’ (p p&)) V“-) +Z E M /4 Ad (t\ +i6(2uotd
=1

| (3.3)

Speziell fiir einen Keim im einkomponentigen System folgt aus

(3.3), daB eine exakte Beschreibung des Keimwachstums mindestens

zwei thermodynamische Paremeter (z.B. n_  , V. ) erfordert,

Die in der Keimbildungstheorie hiufig angewandte Beschreibung
mit einem Parameter (z.B. V. oder r, ) bedeutet eine Ndherung;
die thermodynemischen Eigenschafien des Keime werden mit den
Eigenschaften der sich herausbildenden makroskopischen Phase
identifiziert.

Unter der Annahme, da8 die Keime sphi#risch sind, erhalten wir
aue (3.3) folgende Gleichgewichtsbedingungens

(e)
@ o _ 28 , ce) g _

Diese Gleichgewichtsbedingungen gelten unabhiingig vn den ther-
modynamischen Randbedingungen.
Die Keimbildungsarbeiten fiir die Herausbildung von Gleichge~

wichtekeimen bestimmen sich dann wie folgts
$

AF,=Z 3690 + (P-P, \/+}: (i)

=1

ﬁ

s K
A=) %G—m 0+ (P PVt ; (ip =) i + (TgT)s
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Die erhaltenen Extremwerte fiir die Keimbildungearbelt unter-
gcheiden sich von den Gibbsschen Resultaten durch das Auftreten
zusitzlicher Terme, die die chemische, mechanische und thermi-
sche Zustandsinderung des endlichen Systeme infolge der Keim-
bildung beschreiben. RUSANOW /8/ folgend, kann fiir die Keimbil-
dungsarbeit folgender Ausdruck angegeben werden

W = Weizps +AW(V)

im AW(V) =0 (3.6)
V=>®m
Hierbel ist WGibbs die GIBBSsche Keimbildungaarbeit fir die
Herausbildung von 8 Keimen (s. (2.1)), A4 W(V) dagegen ein Kor-
rekturterm, der von den Abmessungen des Systems und den Bedin-
gungen des ProzeBablaufes abhiingig ist. Das Korrekturglied ist
i.a. dem Betrag nach umso gréBer, je kleiner des Volumen des
Systems ist,
Die minimal zu leistende Arbeit fiir die Herausbildung elnes
Gleichgewichtskeims von definierter GroBe ist abhiinglig von den
thermodynamischen Rendbedingungen. Fir einkomponentige Systeme
gilt z.B. bel isothermer ProzeBfiihrung /8/

AGol‘Pa (ghse,_ AF"!V:COM&&. > 0 (3.%)
bei isobarer ProzeBfiihrung :
AG"‘T*CO“‘I: - AH ls-cou.sé 0 “ (3.8)

150



4, Anzahl und Typen von Gleichgewichtszustiinden der Kelme im

Medium v a,
Die Bedingung (3.1) ist die notwendige Bedingung dafiir, daB s
Keime in einem k-komponentigen System im Gleichgewicht mit dem 5
umgebenden Medium existieren kinnen. Die Zahl der unabhéngigen
Lssungen dieses nichtlinearen Gleichungssystems bestimmt die
Anzahl der Gleichgewichiszusténde, d.h, dlie Anzahl der Miglich- C]d
keiten, wie & Keime im Gleichgewicht mit dem Medium existieren
kbnnen. Diese Zustinde kOnnen prinzipiell sowohl stabile Gleich- Zu («
gowichtszustiéinde (Minimum des thermodynemischen Potentials baw. . entne
der Keimbildungsarbeit) als auch instabile Gleichgewichtszustdn- _____
de (Maximum oder Sattelpunkt des thermodynamischen Potentials  Eiger
baw, dor Keimbildungsarbeit) darstellen. } Matxl
Dexr Typ des Gleichgewichtszustandes bestimmt sich aus dem Vor- | posit
geichen von J Q‘é » Wobel 5 L‘b die Anderung des thermodynamischen ' negat
Potentials ¢> bei beliebigen, mit den Nebenbedingungen vertriig-' indei

A,

lichen Abweichungen éer Zustandsvariablen von den Gleichge- A

wichtewerten beschreibt. Es gilts Die I

¢ >o0 stabiler Gleichgewichtszustand

d*b ¢ 0 instabiler Gleiohgewichtszustand (Maximum) ,

d*b indefinit instabiler Gleichgewichtszustand . sind
vom Satteltyp (4.1) EGleic

Bei der Bestimmung des Typs der Glsichgewichtszustéinde wollen  nicht
wir uns hier auf die praktisch interessantesten Félle isochor- | zusth
isothermer und isobar-isothermer Keimbildung beschrinken. tenti
Piir den Fall eines Keims in einem k-komponentigen System filhrt | auf,

eine derartige Analyse fiir beide Typen von Rendbedingungen auf 'Die n

die Untersuchung folgender Matrix fdea G
Qua Qi v o Qu, kg4 i
&
’) ’) A ,}.E.Mb -;%ﬂ-'ﬁﬂ 7
Aue 4 e v 0 L]
R R - B
: : veo :
'?A_k‘ +9&-P e 0 ® IBA.-‘—‘-' + %P
Ogaqyq Ay, Q““P Duep Dk
- h (402)
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7u (4.1) Hquivalente Bedingungen sind aus der Tabelle 2 zu
entnehmen.

BEigenschaft der Typ des Gleichgewichtaszustandes

Matrix

positiv definit
negativ definit
indefinit

stabiles Gleichgewicht
instabiles Gleichgewicht (Maximum)
instabiles Gleichgewicht (Sattel)

Die Diagonalterme (4.4) der Matrix (4.2)

g
# #'P (4.4)

sind stets positiv, dies folgt eus der Bedingung des inneren
Gleichgewichts von Keim bzw. Medium, Folglich kann de Matrix
nicht negetiv definit sein,und die instabilen Gleichgewichts-
zustinde, die einem relativen Maximum des thermodynamischen Po-
tentials bzw. der Keimbildungsarbelt entsprechen, treten nicht
auf,

Die notwendige und hinreichende Bedingung fir die Stabilitét
des Gleichgewichtszustandes ergibt sich aus Gleichung (4.5)

-4
/-‘)ﬁﬂ- +’3’4‘A—P + %ﬁﬂ
6 (DV\A& (()KAP Wap
WA < D ¥ ‘
Vg, pup ,,, Yk ¢ . g
Dy rohkp Vi Q“Ka
(4.5)
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D - Determinante der Matrix (4+2) ;
Heben wir elnen Gleichgewichtszuatand mit & Keimen in einem k- |
komponentigen System, so ist der instabile Gleichgpwichtazustan@
der eipem Maximum der Keimbildungsarbelt entspricht, wieder aus{
geschlossen. Damit desr Gleichgewichtszustand stabil ist, muB als
notwendige Bedingung fir jeden Keim die Gleichung (4.5) erfillt
sein. L
Des welteren kann eine hinreichende Bedingung fiir Stabllitdt des
gs-Keimsystems formuliert werden. Diese Bedingung bhesteht darin,
da8 fiir jeden der s Kelme eine Gleichung vom Pyp (4.5) erfiillt |
ist, wobei sowohl in der Determinante D als auch in der Unter-
determinante alle Termé, die sich auf das umgebende Medium be-~
ziehen, gleich Null gesetzt werden.,

Notwendige und hinreichends Bedingungen filr die Stabilitét exrge-
ben sich aus eliner Matrix folgender Strukiurs

~ ‘ -
L]
- i""i”'“?_""'
.._-s '.4..%._5--‘-—‘—.
e —
m—-—.i;-——or—--aa{-! & conp
— ==
;b L |
| a - (4.6)

Die Diagonaluntermatri zemn charekterisieren dle Stabilitét der
g Keime in Wechselwirkung mit dem Medium, Sie filhren zu den

notwendigen Stebilité@tsbedingungen (4.5). Die nichtdiagonalen
Untermatrizen beschrelben den EinfluB derx Wechselwirkung jeweilé
aweier Keime iiber das Medium. Diese Wechselwirkung kann, mu i
aber nicht unbedingt,zur Instabllitdt des Gesamtsystems fihren,
auch wemn dle notwendigen StabilitBitsbedingungen (4.5) erfiillt -
sind. !
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Als ein Beispiel sollen im weiteren die Apnzahl und mbgliche Ty~
pen von Gleichgewichteszuetinden eines Keims in einem elnkompo-
nentigen Medium unter isotherm-isochoren und isotherm-iscbaren
Bedingungen betrachtet werden.

Fiir einen Keim im einkomponentigen System lassen sich unter isc-
therm-isochoren Bedingungen die Gleichgewichtesbedingungen (3.4}
durch zwei Funktionen von n 4 und Vg ausdriicken

Mo (T8 ) -pp(rge) =0
P (T8~ (T46) " 3;,.% =

= e — h-\e 504
Die Gleichungen (5.1) definieren zwei Funktionen
M Wy (xy_ ()
h& "'"Y\A' (V"J 'l h‘g’ = 1 (VA (592)
Der Anstieg der Funktionen ng = n&,(vd') bestimmt sich aus
(5.3) 3 3
[
( | L (‘5@»& + (5%)%&
vl (%\ ?,3&,&,\,
Qg Ve + Wp V@

6"
(qhs;\)___ (%), + g2 ($er),,~ o
I

9&@%’)% ¥ g@ (%%%)Vp

’ (593)
(A (2}
A O
(3W. ist stets positiv, dagegen kaunn\y, das Vorzelchen
wechseln. Die Funktionen nuf“(vg,) und nﬂﬂo(qL ) kbnpnen folg-

lich den qualitativ in der Abbildung dargestellten Verlauf auf~
,héﬂ

weisen,
. «\ Wy,




Die Schnittpunkte beider Funktionen stellen die Lsungen des
Gleichungasystems (5.1) dar. Es ktnnen also mehrere, im betrach-
teten Beispiel zwel, Lisungen des Gleichungssystems (3.4) exi-
stieren. Diese Iosungen entsprechen denjenigen Existenzniveaus
des Keims, dle er im Gleichgewichtszustand im Medium einnehmen
kann, Dabei wird mit wachsender Zahl der Komponenten und Keime
die Zehl mdéglicher Ldésungen zunehmen.

Aus der Stabilitdtsanalyse ergibt sich als notwendige und hin-
reichende Bedingung fiir die Stabllit¥t des Keims

Yy . (1
e < (el_—gp)"(@ﬁﬂ (sl v

A/
)
WM&)VLT( “P)VP (5.4)

Diese Stabilit¥tegleichung kann in die folgende Form iiberfiihrt

werden (7_\ (4)
A Q&.L)
(?T\t) > (,b Y (5.5)

Das bedeutet, daB der in Abb, 1 durch einen Punkt gekennzeich-
nete Glelchgewichtazustand stabil, der durch einen Kreis ge-
kennzeichnete Gleichgewichtszusetand instabil ist,

Der instabile Gleichgewichtszustand entspricht einem Sattel-
punkt,

Fir einen Keim im einkomponentigen System unter isotherm-iso-
baren Bedingungen bestimmt sich der Gleichgewichtszustand wie-
der aus (5.1), und es gilt analog zu (5.3)

A, \ A

el

Oy \ ) - jé ,

(‘ﬂﬂ =43 "'“a.(;r*‘i; \T (5.6)

Es existiert folglich ein Schnittpunkt der Funktionen n )(V, )
und nJFq(V¢.). Der Typ des Gleichgewichtezustandes wird durch
(5.5) bestimmt, Da G%i:) D> O gilt, handelt es sich also um einen
instabllen Gleichgewichtszustend vom Satteltyp.
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in diesem Fall ergibt sich also ein zur Keimbildung in einem
unendlich ausgedehnten einkomponentigen System (GIBBSscher
Grenzfall) analoges Verhalten.

Gleichgewichtszustéinde, die durch die Existenz mehrerer Keime
charakterisiert sind, entsprechen im einkomponentigen Syatem
unter lsotherm~-isobaren Bedingungen ebenfalls stets instabilen
Zustdnden vom Satteliyp. In einem mehrkomponentigen System kin-
nen unter den gegebenen Randbedingungen auch stablle Koexistenz-
zusténde vorkommen.
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